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SPEZIELLE DOPPELVERHÄLTNISSCHAREN 
AUF REGELFLÄCHEN 
JOSEF VALA, Brno 
In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenschaften der schichtbildenden, 
quadratischen und isogonalen Doppelverhältnisscharen auf Regel Mächen 
behandelt. 
a) Betrachten wir eine Regelfläche 0 im projektiven dreidimensionalen Raum. 
Die Fläche 0 sei keine Torse. Ihre Gleichung kann man in der Form 
(1) x — y(u) + vz(u) 
angeben. Die Differentialgleichungen der Leitlinien Cy, Cz der Fläche 0 haben 
die Gestalt 
(la) y" = ocny + ocuz + ßny' + ß\2z', 
Z" = 0C2\y + 0C22Z + ß2\l/ + ß22Z'. 
(Die Striche bedeuten Ableitungen nach u.) 
Wir betrachten auf der Fläche 0 eine Linienschar R, die durch eine Ricca-
tische Differentialgleichung 
dv 
(2) v' — = B(u, v) = —<x(u) — 2ß(u)v — y(u)v-
du 
bestimmt ist. Solche Linienschar nennt man Doppelverhält)iisschar oder 
H-Schar. 
Zu den Doppelverhältnisscharen R auf der Fläche 0 gehört auch die pnru-
metrische Doppelverhältnisschar 
(2a) v' = 0 (oc(u) = ß(u) = y(u) = 0) 
und die Schar von Asymptotenlinien der Fläche 0 
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(2b) V = -\ß12 - \(ß22 - ßn)v + \ß21v* 
( B a r n e r [_-], S. 57). 
Die Tangen ten an die Linien der It-Schar in den P u n k t e n der Erzeugen-
den p der Fläche 0 bilden eine Geradenschar Fi der Quadr ik W. 
Längs jeder Erzeugenden p(u = UQ) der Fläche 0 be t r ach t en wir ein Koordi-
na tensys tem mi t den E c k p u n k t e n y(uo), z(uo), ?/(^o), z'(uo). Die K o o r d i n a t e n 
beliebigen Punktes X bezeichnen wir x-\, x2, X3, xA, es ist also 
X = x\y + x2z + X3]/ + x4z'. 
Die Gleichung der Fläche W in diesem lokalen Koord ina tensys tem lau te t 
dann 
(3) X0X3 — xyxi + ocxl + 2ßx3X4 + yxl — 0 
( M a y e r [5 | , S. 5). 
In den Abschni t ten a ) , b) setzen wir voraus , daß die behande l te H-Schar (2) 
nicht aus den Asymptotenl in ien bes teht . 
Die Flächen XIJ, die zur H-Schar (2) gehören, bi lden eine Quadr ikschar W1(. 
Diese ein parametr ische Schar von Berührquadr ike i i der Fläche 0 hül l t außer 
der Regelfläche 0 noch die von den R a u m kurven k d r i t t e r Ordnung gebi ldete 
Fläche ü ein. Die Schmiegebenen an die K u r v e n der 7?-Schar längs einer 
beliebigen Erzeugenden p der F läche 0 bilden eine Torse H. Be t r ach t en 
wir weiter die Quadr ik W, die zur behande l ten JsNSehar gehört und längs 
der Erzeugenden p die Fläche 0 berühr t . Die Torse FJ b e rüh r t diese Quadr ik 
längs der Kurve k ([5], S. 6.). 
Bezeichnen wir 
(4) q ----- —v2oc21 + v(oc22 — a n ) + ot12, 
dB dB 
y :----- -v*ß21 + v(ß22 - ßn) + ß12, B = + - — ß , 
du dv 
so gilt für die Schmiegeben an die K u r v e n der 1?-Schar längs der Erzeugen-
den p der Fläche 0 eine Gleichung der Gestal t 
(5) -v(w + 2B)x, + (y, + 2B)x2 + [ - B(ß12 + vß22) - 2B* -
- V(~q - B)\Xs + [B(ßn + Vß21) - - q> - B\xA - 0 . 
r ist der Pa ramete r in der Gleichung (5), 
Wenn wir alle Lagen der Geraden p auf der Fläche 0 be t r ach ten , dann 
können wir annehmen , daß (5) die Gleichung aller Schmiegebenen an die 
Kurven der gegebenen H-Schar ist. 
Die Schmiegebenen an die K u r v e n der .ft-Schar in allen P u n k t e n der Er-
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zeugenden p (u = Uo) der Fläche 0 hüllen dann die schon erwähnte Fläche 
H ein. Auf dieser Fläche kann man leicht die Kurve k finden. Ihre Gleichungen 
lauten dann (der Parameter ist v): 
(6) Xl = cp + B' + 2(B + y)(ß + yv) - B(ßn + vß2l), 
X2 = v(cp + B') — 2(B + y>)(oc + ßv) - B(ß12 + vß22), 
x3 = yj + 2B, 
xA = v(ip + 2B). 
Wenn wir alle Lagen der Geraden p betrachten, dann ist (6) die Gleichung 
der Fläche Q (die Parameter sind u und v). 
Wenn die parametrische H-Schar (2a) aus den Asymptotenlinien der Fläche 0 
besteht und die Gleichung (1) so normiert ist, daß 
(7) (y, z, y , z') = konst., d. h. ßn + ß22 = 0 
gilt, dann ist ßn = ß\2 = ß2\ = ß22 = 0 und die Gleichungen (6) haben eine 
einfache Form 
(6a) 
X\ — --cp + B1 + 2B(ß + yv), 
x2 = -- v(cp + B') - 2B(oc + ßv), 
xъ = -2B, 
XĄ = -- 2Bv. 
b) Setzen wir im folgenden voraus, daß die parametrischen Linien v = konst. 
Asymptotenlinien sind, es soll weiter die Relation (7) gelten. Der Parameter u 
in der Gleichung (1) sei der Cartanische Parameter. Für die Koeffizienten 
der Differentialgleichungen (la) gilt dann 
ßn = ßi2 = ß2\ = ß22 -= 0 und au -f- a22 — 0 
([1], S. 55, 58). 
Die jft-Schar nennt man isogonal zur gegebenen P-Schar (2) (die Koeffi­
zienten in der Gleichung (2) sind gegebene Funktionen von u), wenn das 
Doppelverhältnis der Schmiegtangenten, der Erzeugenden und der Tangenten 
an die Linien der beiden i?-Scharen in jedem Punkte A der Fläche 0 kon­
stant ist. 
Wir werden weiter alle möglichen i?-Scharen betrachten, die isogonal 
zur gegebenen J?-Schar sind. 
Satz 1. Die charakteristischen Kurven k dritter Ordnung, die zu den diesen 
Scharen entsprechenden Wu — Quadrikscharen längs der Erzeugenden p der 
Fläche 0 gehören, bilden die Fläche K vierter Ordnung. Die Gerade p ist eine 
Doppeigerade dieser Fläche. Die Tangentenebenen der Fläche 0 in den Punkten 
der Geraden p schneiden die Fläche K in der Geraden p und in den Kegelschnitten. 
Jeder solche Kegelschnitt geht durch den entsprechenden Berührpunkt der Fläche 0. 
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B e w e i s . Die Differentialgleichung aller / / -Scharen, die isogonal zu der ge-




annehmen . / ist eine beliebige K o n s t a n t e . Dies folgt da raus , daß die para-
metrisehen Linien der Fläche 0 n ach der Vorausse tzung Asympto ten l in ien 
sind. 
Die parametr ische Gleichung der F läche K b e k o m m e n wir ohne Schwierig-
keiten, wenn wir die Größen a, ß, y in den Gleichungen (6a) durch die Größen 
AX, Aß, Xy ersetzen. 
.n = <p + XB' + 2X*B(ß + yv), 
(S) x2 = vcp + XvB' — 2X
2B(a + ßv), 
X3 = 2XB, 
x4 = 2vXB. 
Aus den Gleichungen (8) ergibt sich sofort 
^4/^3 = V, —VX1IX3 + X2/X3 = XB. 
Wir berechnen v und X aus diesen Gleichungen und setzen in die Gleichung 
xi <p + XB' + 2X2B(ß + yv) 
xs 2XB 
ein. Dann bekommen wir 
(!>) -2x.x-](ßx4 + ax:]) + 2x1x2( — yx% + aexj) + 2xrLx^(ßx.}> + yxA) = 
-• [ -x.2lx'j + x.^(oc22 — an) + x'fa.,] [<xxr6 + 2ßx.ixA + yxj] + 
+ [a'x~ + 2ßfx3x4: + y'x\] ( — xvx± + x2x:i). 
Dies ist die (de ichung der F läche K. 
Längs der Geraden p der Fläche 0 wählen wir ein neues lokales Koord ina ten -
sys tem, dessen Eckpunk te die P u n k t e (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, v), 
(O. 0, 0. 1) sind. Die Koord ina ten beliebigen P u n k t e s in diesem Koord ina t en -
system bezeichnen wir x\, X2, X3, X4. Die Transformat ionsgle ichungen haben 
die Form 
.*T = Xi, X2 = X2, X3 = X3, X* = VX3 + X4. 
Diese Relat ionen setzen wir in die Gleichung (9) ein. Wir finden leicht 
die (deichung der K u r v e , in der die F läche K du rch die Tangen tenebene 
x.) 0 der Fläche 0 im P u n k t e y(uo) + VZ(UQ) durchgeschni t t en ist . Die 
Kurve besteht aus der zweimal gerechneten Geraden p u n d aus dem Kegel-
schni t t 
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-2vx\(ßv + a) + 2x1x2( — yv* + a) + 2xz(ß + yv) = 
(9a) = xl[ — oc2iv2 + v(a22 — ocn) + a i2] . [oc + 2/to + yr
2] + 
+ xsW + 2/S'v + yV2] ( - r ä i + ä2). 
Die Gleichung cp — 0 ist (unter Voraussetzung, daß die Parameter . in ien 
der F läche 0 Asymptotenl in ien sind) die Gleichung der F leknodalkurven 
der F läche 0 (siehe [1], S. 58). 
W e n n wir den P a r a m e t e r v in der Gleichung (9a) so wählen , daß o(r) 0. 
d a n n zerfällt die Gleichung (9a) in 
— vxi + x2 = 0 u n d 2x~i(ßv + a) + 2x2(yv + ß) — x^x + 2ß'v + y r-) -.-• (). 
Daraus ergibt sich: Die fleknodalen Tangentenebenen der Fläche 0 -schneiden 
die Fläche K immer in zwei Geraden: eine von ihnen ist die Schmiegtange tut 
der Fläche 0, im zugehörigen Fleknodal punkte, die andere geht im allgemein (>l 
nicht durch diesen Punkt. 
c) I m weiteren setzen wir voraus , daß nicht alle Pa rame te r ! in ien der Fläche 0 
Asympto ten l in ien sind. Ferner be t rach ten wir eine / t-Schar, die durch die 
Differentialgleichung (2) gegeben ist und auf der Fläche </> liegt. Der geo-
metr ische Or t aller P u n k t e , in welchen die Linien der R-Schar (2) die Linien 
der Ji-Schar von Asymp to tenl in ien berühren , bes teh t aus zwei Linien, den 
sogenann ten Grundlinien der / i -Schar (2). Wir se tzen im weiteren voraus , 
daß diese Linien nich t zusammenfallen. 
Satz 2. Alle E-Scharen auf der Fläche 0 mit den Grundlinien in den Linien 
Cy, Cz haben die Gleichung 
dv 
(10) - - --= J/*2it>2 2ß(u)v - i/J12, 
du 
ß ist eine beliebige Funktion des Parameters u. 
Bewe i s . Die Linien der 7?-Schar mit der Differentialgleichung (2) berühren 
die Asymptotenlinien der Fläche 0 längs der Kurven 
— \ß\2. - i(/?22 — ßl\)V + 2/>W
2 + OL + 2ßv + yv1 = 0. 
Falls diese Linien von den Linien Cy, Cz bestehen, dann ist notwendig 
a = i/+2, y = —\ß2\. 
Im weiteren werden wir voraussetzen, daß die Differentialgleichung (UM- be-
handelten H-Scharen in der Form (10) gegeben ist. Diese A+Scharen nennen 
wir B(y, z)-Scharen. 
Der Umstand, daß wir voraussetzen, daß die Grundlinien der /^-Scharen 
in den Linien Cy, Cz liegen, beeinträchtigt nicht die Allgemeinheit der Lösungen 
der angeführten Probleme. 
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Wenn die nicht zusammenfal lenden Grundl in ien der R-Schar in den Linien 
II (u) = /[\\(u)y(u) + X\2(u)z(u), z(u) = A.2i(u)y(u) + X22(u)z(u) 
liegen, dann kann m a n bei der U n t e r s u c h u n g aus der Gleichungen 
x = y(u) + vz(u) 
der Fläche 0 ausgehen . 
Die Charakter i s t iken k der F lächen W, die zur gegebenen H-Schar gehören, 
können immer en tweder in drei Geraden oder in einen Kegelschni t t und in eine 
Gerade zerfallen . I m ers teren Fall nennen wir die be t r ach t e t e 72-Schar schien-
bildend, im letzteren quadratisch. 
Im schichtbi ldenden Falle bes teh t die K u r v e k, die zur Geraden p der Flä-
che 0 gehör t , aus zwei Schmieg tangen ten der F läche 0 in den Punk ten , 
in welchen die Grundl inien der behande l t en R-Schar die Gerade p durch-
schneiden, ein weiterer Teil der K u r v e k bi ldet dann die Erzeugende der 
Fläche xl'. Diese Gerade gehör t n ich t der Geradenschar 7 \ der Fläche lF a n . 
Im quadra t i schen Fall bes teh t die K u r v e k aus einer Schmiegtangente 
der Fläche 0 und aus einem Kegelschni t t , der diese Schmiegtangente schneidet . 
Weiter schneidet dieser Kegelschni t t auch die Erzeugende p der F läche 0 . 
Die Schn i t t punk te der e ingeführten Schmiegtangente u n d des Kegelschnit tes 
mit der Geraden p gehören zu den Grundl inien der / i -Schar ([5], S. 5). 
Satz 3. Die Linien Cy, Cz sind, allgemein Grundlinien von zwei quadratischen 
R-Scharcn. Die Differentialgleichung dieser Scharen ist (10) mit 
( H a ) ßß12 = -OLYl + \ß\, - lßllßl2 
oder 
(Mb) ßß21 = 0C21 - J / 4 + J/?2l/?22. 
B e w e i s . Aus den Gleichungen (6), (10) u n d (2) finden wir leicht die Gleich-
ungen der kubischen Kurven k, die zur B(y, 2+Schar gehören. 
(12) .ri ---• V*\-OL2I + -1/4 + 3/>Yi2i - ß21(ß22 - ßu) - J-/W11] + 
+ v\oc22 - a n - 2ß' - 4/3* +- 2ßß22\ + 
1 Iai2 ~ 2 / 4 + ßß\2 + hßi2ßn\, 
X2 = V*\-*2l + -J-/4 + ßß2l ~ J/?2l/?22] + 
+ v\oc22 - an - 2ß' + 4ß* + 2ßßn] + 
+ V\0C12 - 1/4 + 3/J/?i2 - /?12(/?22 ~ frl) + -^12/?22], 
.r3 = v[ß22 — ßn — 4/j], 
•>M - w2|'/?22 - ß n — 4/iJ. 
Wir best immen nun den W e r t Ä der Dete rminante aus den Koeffizienten 
bei r,v (k 0, V 2, 3) in den Gleichungen (12). 
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,1 - (fi>22 - fin - 4/3)2(ai2 _ ±ß[.2 + fifil2 + ißl2ßn)( -*>i
 { AI4 ~ 
+ /3/32i - i/321/322). 
A ist gleich Null, die kubische Kurve zerfällt, wenn mindestens eine dvv 
folgenden drei Relationen 
(13a) «12 - \fi\2 + ßßv> + Ißttßv = 0, 
(13b) — 0C21 + \ß[>A + ßß2l — 2-p
)2l/322 = 0 , 
(13c) ß22 - / 3 n - 4/3 = 0 
gilt. Aus der Gleichung (13a) bekommen wir dann ( I I a ) , aus der (de ichung 
(13b) die Rela t ion ( I I b ) . Betrachten wir n u n die Gleichung (13c). Bei ihrer 
Gült igkei t bes teht die R(y, z)-Schar aus den Asymptoten l in ien der Fläche <I>. 
Wir nennen diese R(y, z)-Schar asymptotisch. 
Satz 4. Unter Voraussetzung, daß keine der Linien Cy, Cz Asywpfotetilitiie isf 
und beide nicht Fleknodallinien sind, dann and nur dann sind die Linien (+ , Cz 
Grundlinien von einer schichtbildenden R(y, z)-Schar, falls sie nach Terracini 
konjugiert sind. 
B e w e i s . Wenn die R(y, z)-Schar auf der F läche 0 schichtbi ldend ist. 
d a n n bilden die Schmiegebenen ihrer Linien längs jeder Erzeugenden der 
F läche 0 ein Ebenenbüschel (außer zwei weiteren Ebenenbüscheln mit den 
Büschelachsen in den Schmiegtangenten in den zugehörigen P u n k t e n der 
Grundlinien) . 
Die Ebenenkoord ina ten £i(i == 1,2, 3, 4) von Schmiegebenen an die Linien 
der R(y, z)-Schar längs der Erzeugenden p der F läche 0 finden wir durch 
Berechnung der Koeffizienten in der Gleichung (5). Die Größe B ersetzen 
wir nach (10). 
(14) h = -v\fi22 - fin - 4/3), 
h = v(ß22-ßn- 4/3), 
h = v*(-oc21 + 2-/321 + /3/32i - I /W22) + 
+ v\*22 _ ocn - 2/3' - 4/32 + 2/3/322) + 
+ v(oc12 - J /4 - ßß12 + I/W22), 
h = ^2(*2i - 1-/4 + ßß*i + Ißzißn) + 
+ v(-oc22 + ocn + 2/3' - 4/32 - 2ßßn) + 
+ (-ocl2 + \fi[2 - ,67312 - lß12ßn). 
Wenn die behandel te B(y, z)-Schar schichtbi ldend ist, dann gilt 
St = A + n • , i = 1, 2, 3, 4 . 
dv dv2 
Wenn /322 — fin = ^fi gilt, d a n n ist die R(y, z)-Schar asympto t i sch , diesen Fall 
schließen wir aus. 
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Aus den Gleichungen (14) b e k o m m e n wir 
A = V, 7} = —\VZ, 
(1T>) - a 2 i + \ß'lx + ßß2i ~ I / W 2 2 = 0 , 
- a i 2 + i ^ 2 - /?/?i2 - * / W l l = 0 . 
Man kann wieder besonders erwägen, daß die zwei letzten Gleichungen (15) 
die gemeinsame Lösung 
ß = 1(022 - ßU) 
besitzen, das heißt , daß 
(I fti) «12 - hß'12 + W22 + ßn)ßn = 0 , 
~ a 2 l + \ß'.n - 1(^22 + 011)021 = 0 
gilt, 
Die Fleknodalkurven der F läche 0 haben die Gleichung 
| a , 2 + («22 - an)v - a2i«
2] - l[0'12 + (0 2 , - ß'n)v - ß'.,^] + 
+ {[012 + (022 - ßu)v - ß2iv
9-](ßn + 022) = 0 . 
Man sieht d a n n leicht, daß bei Gül t igkei t der Bed ingungen (15a) die Linien 
< V ez Flcknodallinien der F läche 0 sind. 
Setzen wir weiter 0i202i + 0 voraus . D a n n k a n n m a n die zwei le tz ten 
Gleichungen (15) in der F o r m 
(Mi) ( l//?12)[-ai2 + Iß'y, ~ |011012J = ( l/02l)[a2l - */J21 + J021022] 
schreiben. Die Gleichung (16) ist nach T e r r a c i n i [6] die Bed ingung der Kon-
jugierheit der Linien Cy, Cz. Den U m s t a n d , daß zwei Grundl inien der schicht-
bi ldenden R-Schar nach Terracini konjugier t s ind, bewies K l a p k a ([4], 
S. 17(>). 
Aus Satz 3 und aus dem Beweis des Satzes 4 ist also klar , daß wenn die 
Linien Cy, Cz nach Terracini konjugier t sind u n d keine von ihnen Asympto t en -
linie ist u n d beide n icht F leknoda lkurven auf der F läche 0 sind, d a n n fallen 
beide quadra t i schen R(y, z)-Scharen, die durch die Re la t ion (10) mi t ( H a ) 
oder ( I Ib ) bes t immt sind, in eine schichtbi ldende R(y, z)-Schar zusammen. 
Wenn die Linie Cy eine Fleknodal l inie auf der F läche 0 ist, dann gilt für ß 
in der Gleichung ( H a ) 
0=1(022 - 0 u ) ; 
die Gleichung (10) mi t ß nach ( I I a ) ist n icht die Gleichung der quadra t i schen 
R(y, ~)-Schar, sondern die Gleichung der a sympto t i schen R(y, z)-Schar. Wenn 
wir umgekehr t aus der Gleichung ( I I a ) 
0 = 1(022 - 01l) 
bekommen, dann ist die Linie Cy die Fleknodallinie der F läche 0. 
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Ähnlich, wenn die Linie Cz die Fleknodall inie der Fläche 0 ist, dann be-
kommen wir aus der Gleichung ( H b ) die Relat ion (13c) und die Gleichung (10) 
mi t ß nach ( H b ) ist die Gleichung der asympto t i schen R(y, ,:)-Schar. Wenn 
umgekehr t aus der Gleichung ( H b ) die Rela t ion (13c) folgt, dann ist Cz 
die Fleknodall inie der Fläche 0. Wenn beide Linien Cy, Cz Fleknodall inien 
der Fläche 0 sind, d a n n existiert allgemein weder quadra t i sche noch schiebt -
bi ldende R(y, 2)-Schar auf der Fläche 0. 
Setzen wir im folgenden ß12 — 0, ß2\ ^ 0 voraus . Dann ist die Linie (\, 
nach ( la) eine Asymptotenl in ie der Fläche 0 und nach (10) gehört Cy zu den 
R(y, z)-Scharen. Die Rela t ionen (13a), (13b) lauten d a n n 
ai2 = 0, -0-21 + | / 4 + ßß2l - Iß2\ß22 = 0. 
Unter Voraussetzung oc\2 + 0 exist iert also nur eine R(y, 2)-Schar, die quad-
ra t i sch ist, soweit Gz keine F leknoda lkurve der F läche 0 ist. Wen überdies Cz 
eine F leknoda lkurve auf der F läche 0 ist, d a n n exist ier t keine quadra t i sche 
R(y, z)-Schar. Wenn ß\2 = oc\2 = 0, ß2y 7̂= 0 gilt, d a n n ist Cy nach ( la) eine 
(Gerade. Die R(y, z)-Scharen sind alle quadra t i sch mi t Ausnahme der asym-
p to t i schen R(y, z)-Schar und der R(y, z)-Schar, bei der ß die Lösung der 
Gleichung (13b) ist. Diese R(y, 2)-Schar ist dann schichtbi ldend, wenn Cz 
keine Fleknodall inie der Fläche 0 ist. Wenn noch Cz eine Fleknodallinie der 
Fläche 0 ist, dann ist diese R(y, 2)-Schar asympto t i sch . 
Für den Fall ß2\ = 0, ßl2 + 0 sind diese Be t r ach tungen analog. 
W7enn ß\2 — 0 und gleichzeitig ß2\ 0 ist, d a n n sind die Linien Cy. Cz 
nach ( la) Asymptotenl in ien der Fläche 0 und beide gehören zu den R(y. ; ) -
Scharen. Nach ( I I a ) , ( I I b ) exist iert d a n n allgemein weder quadra t i sche noch 
schichtbi ldende R(y, z)-Schar. 
Wenn aber ß\2 = ß21 = 0 und gleichzeitig oc\2 ^ 0, oc2\ / 0 gilt, dann ist Cy 
eine Gerade u n d nach (13a) sind alle R(y, z)-Seharen (quadratisch, nur eine 
von ihnen ist asymptot i sch . Es existiert dann keine schiebt bi ldende R(y< : ) -
Schar. 
Der Fall#/?i2 = ßi2i = oc2\ = 0, ot\2 +- 0 kann man ähnlich behandel t werden. 
Die R(y, 2)-Scharen en tha l t en d a n n die Gerade Cz. 
Wenn ß\2 = ß2\ — ai2 = oc2\ =-- 0 gilt, d a n n sind (
1„ und (1Z geradlinig nnd 
gehören zu den R(y, 2)-Scharen, nach (15) sind dann alle R(y. ~)-Scharen 
schichtbi ldend, nur eine von ihnen ist asympto t i sch . 
d) Be t rach ten wir die Fläche 0 die durch Gleichung ( l ) gegeben ist. Die 
Differentialgleichungen der Leitlinien Cy, Cz Heien ( la ) , die Linien Cy, Cz 
seien weder Asym[)totenIhnen noch Fleknodall inien der Fläche 0. D a n n gilt 
/?i2/?2i --A <>. Wei ter sei 
ßl\ + />>2 = 0. 
1 34 
Wenn diese Forderung, d. h. die Bedingung 
(y, z, y', z') == honst. 
nicht erfüllt ist, so erreichen wir ihre Gült igkei t durch en tsprechende Nor-
mierung der Gleichung (1). 
Andorn wir nun die paramet r i sche .//-Schar auf der Fläche 0 . Die neue 
parame t r i sche /?-Schar soll wieder die U n i o n Cy, Cz en tha l ten Die Gleichung 
der Mäche 0 ist dann 
(17) x = y -f- vz, y = n(u)y, z -= a(u)z. 
Die Koeffizienten der Differentialgleichungen der Leit l inien C~, Cz bezeich-
nen wir durch fiik, ct.iic(i, h — 1, 2). W e n n wir die Gül t igkei t der Relat ion 
~fi 11 + ß22 = 0 
verlangen, dann gilt nach (17) 
(IS) a = h/(j, k -- honst. 
Gehen wir auf eine neue Pa rame te rve r te i lung der Fläche 0 mi t tels der 
Gleichung u* -= u*(u) über u n d koppeln wir mi t dieser Parameter t ransfor -
mat ion eine solche U m n o r m u n g , daß 
( i ;>) ßn+ß$> = o, flt-•---•*, / ** .=--
gilt (die zugehörigen Koeffizienten der Differentialgleichungen der Leitlinien 
bezeichnen wir /•>*., a*., i, h ----- l, 2), so bekommen wir leicht ([1 |, S. 53) 
(20) //* - A - % 2 , fi*x = A - ^ 2 i , A(?e) = - - - - -
an 
und der zugehörige Homogen i t ä t s fak to r ist A-. Aus den Gleichungen (20), (19) 
siecht m a n . wenn m a n die Re la t ionen (17) und (18) benü tz t , daß die Beding-
ungen (19) nur dann erfüllt sind, wenn 
(21) o •• kl*(fi2ilßi2)*, <r = kHß2llfiV2)--K ?/*:•= ^(fimfiviHu 
gilt. Durch die Wahl von o, a nach (21) findet m a n eine besondere para-
metriseho //-Schar, welche die Linien C,,, Cz en thä l t . Wir werden diese para-
metriseho /»'-Schar als parametr i sche / /-Schar von Terracini bezeichnen . 
A. ' T e r r a c i n i benu tz t diese / / -Schar bei der Unte r suchung der Eingenschaf ten 
der Legolflächcn. 
Wir werden im weiteren voraussetzen, daß die pa ramet r i schen Linien 
der Kläche 0 eine parametr i sche / / -Schar von Terracini bilden. Nach (19) 
gilt dann 
(22) ßu + ß22 = 0 , fivi = ß21 •=- 1. 
1 3 5 
Die Bedingungen (IIa), (IIb) haben dann die Form 
(23a) ß= - a i 2 + ^22, 
(23b) ß = OC21 + J/?22 
u n d die Differentialgleichungen der quadra t ischen R(y, ,:)-Scharen sind dann 
(24a) v' = 2v
2 - 2(—a,2 + %ß22)v - i , 
(24b) v' = \v2 - 2(a2i + \ß22)v - + 
Die Bedingung der Konjugierhei t von Linien Cy, Cz l au t e t un te r Vor-
ausse tzung (22) 
(25) ai2 + a2i = 0 . 
I m weiteren werden wir voraussetzen, daß die Linien Cy, Cz nicht kon-
jugier t nach Terracini sind, die Rela t ion (25) gilt also nicht . 
Aus den Gleichungen (22), (24), (12) finden wir leicht die Gleichungen 
der Kegelschni t te , die zu den Charakter i s t iken der zur quadra t i schen 7?(/y, ,:)-
Scharen gehörenden Flächen ¥ gehören. 
(26a) 
Xl = v[ — oc2i — 3a i 2] + [a22 — a n + 2oc[2 — ß22 — 4a^2 + 2ai2/">22], 
a n + 2oc'12 — ß22 + 4ccf2 — 2cc i2ß22] — 2aci2. X2 = V2[—0C21 -- OC12] + V[0C22 
xъ = 4 a i 2 , 
XĄ = 4V0C12, 
(26b) 
xi = v2[2oc2i] + ^[a 2 2 — a n — 2a 2 1 — ß22 — 4 a 2 1 — 2a2i/>22] + [ai2 + oc2i], 
X2 = v2[oc22 — ocii — 2 a 2 1 — ß22 + 4 a ^ + 2a2i/i2 2] + v[ai2 + 3 a 2 i ] , 
Xs = —4V0C21, 
Xz[ = —4v 2 0C21 . 
D u r c h die Gleichungen (26a), (26b) sind zwei ein parametr i sche Scharen 
v o n Kege l schni t ten k\(u), k2(u), d. h. zwei Kegelschnitt f lächen, b e s t i m m t . 
Die P a r a m e t e r der beiden F l ä c h e n in den Gleichungen (26a), (26b) sind u. v. 
W e n n wir in die Gleichungen (26a), (26b) für u e inen b e s t i m m t e n Wert «o 
einsetzen, d a n n finden wir auf diesen F l ä c h e n zwei Kege l schni t te ki(uo). 
k2(Ho). Diese Kegel schni t te liegen auf den B e r ü h r q u a d r i k e n
 lF, die zu den 
q u a d r a t i s c h e n R(y, z)-Scharen gehören u n d die F l ä c h e 0 längs der Geraden 
p (H = Ho) b e r ü h r e n . Die Kurve ki(Ho) geht d u r c h den P u n k t , : (M 0 ) , die K u r v e 
k2(Ho) d u r c h den P u n k t y(uo). 
Weiter werden wir die Lokale igenschaf ten der q u a d r a t i s c h e n Ii-Scharen 
längs der G e r a d e n p (u = Ho) der F l ä c h e 0 b e t r a c h t e n . Soweit wir nich ts 
anderes voraussetzen werden, d a n n wird der P a r a m e t e r u e inen k o n s t a n t e n 
W e r t besitzen. 
1 3 6 
Durch einen beliebigen P u n k t A der Geraden-p kons t ru i ren wir die Tangen-
ten der Linien der beiden quadra t i schen R(y, ~)-Scharen, die durch diesen 
P u n k t durchgehen. Die Verbindungsgerade der Durchschn i t t e dieser Geraden 
mi t den zugehörigen K u r v e n ki(uo), k2{uo) bezeichnen wir als Gerade m. 
Wenn wir alle Lagen des P u n k t e s A auf der Geraden p be t rach ten , dann 
bilden alle Geraden m eine Regel fläche Q. 
Satz 5. Die Flache Q ist allgemein von vierter Ordnung neunter Art nach Sturm. 
B e w e i s . Die Geraden m sind die Verbindungsl inien der P u n k t e von zwei 
projektiven Reihen auf zwei Kegelschnit ten ki(uo), fe(^o)- Die Fläche Q ist 
also allgemein von vierter Ordnung . J e d e von ihren Erzeugenden geht du rch 
zwei Punk te , die Koord ina ten dieser P u n k t e genügen den Gleichungen (20a), 
(2(>b) für die gleichen Wer te des P a r a m e t e r s v. Die Geraden m liegen in den 
Tangentenebenen der Fläche 0 längs der Geraden p, sie schneiden also die Ge-
rade p in den Punk ten y + s(v)z. 
Wir linden nun die Abhängigke i t zwischen den P a r a m e t e r n .s\ v. Nach 
(2<>a), (2<>b) gilt 
// + az - Xi [y\v( — oc2i — 3a i 2) + (a22 — a n + 2a^2 — ß22 — 4x\2 + 2ai2/6
)
22)] + 
I- ~|>2( -ar-i — «12) + ^(a22 — a n + 2a12 — ß22 + 4aj
2
2 — 2ai2/fe) + ( — 2a ] 2)] + 
I / / , |4ai2] + z'[4voc12\] + 
j - /2{//[D
2(2a2i) + v(oc22 ~ an — 2a21 — ß22 — 4a;1 — 2oc2\ß22) + (ai2 + a 2 i ) | + 
-I- ^|T2(a22 - au — 2a21 — ß22 + 4 a ^ + 2a2i/?22) + v(oc12 + 3a2i)] + 
-( / / + - 4voc2\] + z'[ ~-4v2oc2\]} • 
Durch Vergleich der Koeffizienten bei y, z, y', z in dieser Gleichung u n d durch 
Ausschließen von X\, X2 aus den gefundenen Gleichungen, b e k o m m e n wir 
folgende Beziehung: 
(27) *{r+a2 i ( — a2i — a i 2)] + 
|- v\(oc2\ + ap2)(a22 — a n — ß22) + 2ocX2oc2i — 2ai2a21 — 
4ai2a2i(ai2 + a2i)] + ai2(a2 i + a i 2 ) | =~-
--• v3[a2i( —a2i — ai2) + 
+ >+[(a2i + a ]2)(a22 — ocu — ß22) + 2a12a2i — 2a t 2a 2 1 + 
1 4ai2a2i(ai2 + a 2 i ) | + ?>[ai2(a2i + ai2)] . 
Durch jeden P u n k t der Geraden p der Fläche 0 gehen allgemein drei Ge-
raden m der Fläche Q. Diese Geraden liegen in den Tangen tenebenen der 
Fläche 0 längs der Geraden p. Die behandel ten drei Geraden gehen durch 
drei verschiedene P u n k t e des regulären Kegelschni t tes &i(Ho) und können 
nicht in einer Ebene liegen. Die Gerade p ist also eine dreifache Gerade der 
Fläche Q und die Fläche Q ist von neun te r Ar t nach S tu rm ( K a d e r a v e k — 
K l i m a K o u n o v s k y [3], S. 740). 
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e) Im weiteren werden wir wieder voraussetzen, daß der Pa ramete r u 
in den Gleichungen (20a), (20b) alle möglichen W e r t e a n n i m m t . Aus den 
Gleichungen (20a), (20b) bekommen wir leicht die Gleichungen der Fbenen 
in denen die Kegelschnit te k\(u), k^(u) liegen. Es genügt , wenn wir in die 
allgemeine Gleichung der Ebene nach (20a) und (20b) einsetzen und die 
Koeffizienten in den gefundenen Gleichungen so bes t immen, daß sie von 
dem P a r a m e t e r v nicht abhängen . Wir bekommen dann : 
(28a) — 4ai2.n -f- X%[OL22 — a n -f- 2a,., --- ß22 — 4aj\> -)- 2a12/̂ 221 - j -
-f- .r.ii - a 2 i - - 3ai2] == 0 , 
(28b) 4a2ix'2 + ^3^12 + 3a2iJ -f x*4[a22 — an — 2a2, — ß'22 -|- 4ai', + 
+ 2a2i/)22J = 0. 
(28a) u n d (28b) sind Gleichungen der Ebenen der Kegelschni t te , die zu den 
quadra t i schen R(y, zJ-Scharen u n d allen Geraden p der Fläche 0 gehören. 
Bezeichnen wir weiter durch n(y, z) die Schni t tgerade der Fbenen der Kegel-
schni t te , die immer zu dem gleichen Wer te des Pa rame te r s u gehören . Wenn 
wir alle Wer te des Paramete rs u be t rach ten , dann bilden die Geraden //(//• -) 
eine Kegelfläche . 
Die Plüekerisehen Koordinaten der Geraden n(y, z) sind 
(20) p'^ --=- p\2 ------ — I0a i 2 a 2 i , 
— —4ai2(ai2 + 3a2i), 
--- — 4ai2(a22 — an --- 2oc21 — ß22 -|- 4ai , -[- 2x-2]ß-2->). 
—- —4a2i(a22 — an -h 2alL> — ß22 laj\> -[• 2x\2f>22) • 
= - -4a2i( - a2i — 3ai 2) , 
-=•-- (a22 — a n -f- 2xV2 — ß22 — 4 a ^ -|- 2ai2/'j22) . 
• (as2 — an - - 2a!,, — ß22 + 4a:;, + 2a2i/>22) - •-
— (ai2 f 3aoi) . ( —a2i — 3ai 2 ) . 
(Bezeichnung nach H l a v a t y [2], S. 4, 8.) 
Auf der Fläche 0 be t r ach ten wir eine / / -Schar mi t der folgenden Eigen-
schaft: J e d e der zur / / -Schar gehörigen Quadr iken W geht durch die Gerade p 
der Fläche 0 und durch die Gerade n(y, z) die zum gleichen Wert des Para-
meters u wie die Gerade p gehört . Fine solche R-Schar bezeichnen wir als 
R(n, ;//, z)-Sehar. 
Die Plüekerisehen Koord ina ten der Tangenten an die Linien der / /-Schar 
auf der Fläche 0 sind 
(30) q™ -= v\ </13 = 1 ; O
14 -~-= /;, (f^ == v, q'lx ==•- V1. <f>+ ----- 0 . 
wobei v' eine quadra t i sche Form in v ist. 
Aus den Gleichungen (29) u n d (30) geht die Bedingung hervor, daß die 
Tangen ten beim festen Wer t des Paramete r u die zugehörigen Geraden 
n (y, z) s tets durohschneiden. 
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p-м : • PГ2 
p2A ._ - Pгз 
p2ò - Pu 
p\A = P23 
pз\ z - J > 2 4 
pl* = --=- PЗІ 
(31) 4 a i 2 a 2 + — a2i(—a2i — 3ai2)v
2 + v[ — a2i(a22 — ocn + 2a12 — ß22 — 
-- -4aj\> --}- 2ai2/^22) — ai2(a22 ~~
 a n ~"~ 2a2 1 ™~ ß 2 2 + 4a2 1 + - ^ i / f e ) ] — 
-aj2(ai2 + 3a2i) -— 0. 
Wenn wir be t r ach t en , daß 11 sich änder t , d a n n ist (31) die Gleichung 
der I\()i. //, ~)-Sehar. 
Die Gleichungen der Schmiegebenen der quadra t i schen //(//, 2)-Scharon 
auf dei" Fläche 0 bekommen wir leicht aus der Gleichung (14), wo wir ß nach 
(23a) und (23b) einsetzen: un te r B e n ü t z u n g der Rela t ionen (22) folgt: 
(32a) 
A'i\ 4ai2t''] ; .r2|_4ai2j + 
-i .r3jr
2( ai2 - - Z21) + v(oc22 — ocn -̂ - 2a'12 — /)2 2 — 4af.2 + 2ai2/>22) + 2ai2] + 
I •*'+'( - a j 2 1 X21)
 J (--a22 + an —- 2â .> + />.'>.> — 4aj\, + 2ai2/?22)] :z= (V 
(32b) 
.ri|4a2iv2] : .r2| - 4a*!?;] + 
! • 0 + + a 2 2 an — 2a21 •— /)+ — 4a21 — 2a2i/->22) + v(oci> — a 2 i ) | + 
1 ^'.'+ ,2(2a2]) -f /?( - a22 + an + 2a21 -|- ß22 --- 4a2 ] ---
2a2i/j2 2) | ( - a i 2 -- a2 L)] ---= 0 . 
Diese Fbenen längs der (Geraden p der Fläche 0 hüllen zwei Kegel mit den 
Spitzen If . F2 
(33a) (--ai2 + a2i)// + (a22 — a n + 2oc\2 — ß22 + 4a]\> — 2ai2 / ;2 2+ + 4aL 2 \ / , 
(3)31)) (a22 — an — 2a21 — ß22 — 4a21 — 2oc2\ß>22)y + ( — ai2 + QC2\)z — 4a 2 i / / 
ein. 
Die Verbindungsgerade dieser Spitzen bezeichnen wir n(y, z). Wenn wir 
allo Lagen der (Geraden p auf der Fläche 0 be t rach ten , d a n n bilden die Spitzen 
Vi, V2 dieser Kegel zwei Linien und ihre Verbindungsgeraden bilden d a n n 
eine Regel Hache. 
Auf der F läche 0 be t r ach ten wir eine / / -Schar mi t der folgenden Figen-
schaft: »Jede der zur / / -Schar zugehörige Quadr ik V+geht durch die (Gerade /; 
der Fläche 0 und durch die Gerade n( //, z), die zum gleichen Wer te des 
Parameters /! wie die Gerade p gehört . Solche / / -Schar bezeichnen wir als 
//(/i. //. ,;+Schar. 
Die Pliiekerischen Koordina ten der Linien ?t(y, z) sind dann : 
(34) />'- ( —ai2 --h a2 i )
2 — (a22 — an -f 2a'L2 — ß22 + 4aj\> — 2a ]2+!2) • 
. (a22 — an — 2a21 — ß22 — 4a2] — 2a2i/)22), 
/+* - —4a2i(— ai2 + a 2 i ) , 
pl l -4ap2(a22 -— ocn — 2a21 — ß22 — 4a2] — 20:21 ß22), 
//-•> -4a2i(a22 — an -f 2a'12 — ß.12 f 4a J 2 — 2ai2/>22)., 
p'21 -4ai2( —ai2 + a 2 i ) , 
/ r n K)ai2a2 i . 
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Aus den Rela t ionen (30) u n d (34) b e k o m m e n wir leicht die Bedingung . 
daß die Tangen ten an die Linien der A+Schar für einen festen Wer t des Para-
meters u die zugehörige Gerade n(y, z) s te ts schneiden. 
(35) 4oti20t2iv' + a2i( —ai2 + oizijv
2 + v\ — ai2(a22 — a n — 2a 2 l — />22 — 
— 4a2
!
1 — 2a2i/i22) — a2i(a22 — an + 2a]2 — ß2.2 + 4af.2 — 2ai2/>22)] + 
+ ai2( — ai2 + a2i) = 0 . 
W e n n wir b e t r a c h t e n daß u sich änder t , dann ist (35) die Gleichung 
der R(n, y, z)-Schar. 
Die quadra t i sche R(y, £)~Schar mi t ß nach (24a) bezeichnen wir mit R\(y, z). 
Ähnlich bezeichnen wir die quadra t i sche R(y, z)-Schar mi t // nach (24b) mit 
R2(y, z). 
Satz 6. Die Berühr punkte der Linien der B(n, y, z)-Schar und der R\(y, z)-
Schar liegen allgemein auf zwei Linien, die mit dem geometrischen Ort der Be-
rührpunkte der Linien der R(n, y, z)-Schar und R>2(y, z)-Schar zusammen fallen. 
Ähnlich liegen die Berühr punkte der Linien der B(n, y, z)-und R»(y, z)-Scharen 
allgemein auf zwei Linien, diese Linien fallen mit dem geometrischen Ort der 
Berührpunkte der Linien der R(n, y, z)-und R\(y, z)-Scharen zusammen. Beide 
angeführten Paare gehören einer Involution, die durch die Linien Cy, Cz und 
durch die Fleknodalkurven der Fläche 0 bestimmt ist. 
B e w e i s . Aus den Gleichungen (31) u n d (24a) b e k o m m e n wir leicht die 
Gleichung der Linien, in deren P u n k t e n die Linien der B(n,y, z)-Schar die Li-
nien der Ri(y, z)-Schar berühren . 
(36) v2a2i(ai2 + a2L) + v( — Ai2oc2i — A21OC12 — 4a{2a21 la12a:!,) -\-
+ ai2( — ai2 — a2i) = 0 . 
I n der Gleichung (36) wird folgende Bezeichnung benü tz t : 
(37) ^4i2 — a22 — a n + 2a12 — ß22, 
A2i = a22 — a n — 2a21 — / ) 2 2 . 
Ähnl ich b e k o m m e n wir aus (31) und (24b) die Gleichung der Linien, in deren 
P u n k t e n die Linien der R(n, y, z)-Schar die Linien der P2(/A z)-Schar berühren. 
(38) v2a2i(ai2 + a2i) + ?;( — Ai2a2] — A2iai2 + 4aj2a21 + 4a 1 2 a^) + 
+ ai2( —ai2 — a2i) — 0. 
Der geometr ische Ort der B e r ü h r p u n k t e der Linien der B(n. y, z)- und R\(y. z)-
Scharen genügt nach (35) u n d (24a) folgender Gleichung 
(39) v2a2i(—OC12 —a2i) + v(Ai2oc2i + ^42iai2 — 4af.2a21 — 4a12ai; l) + 
+ ai2(ai2 + a2i) =--- 0 . 
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Ähnlich ha t der geometrische Ort der B e r ü h r p u n k t e der Linien dcv R(w, //, z)-
und der //_(//. ;:)-Scharen nach (35) und (24b) folgende Gleichung 
(40) r2Z2\( -3.12 — 0.21) + t'(_4i2a2i + -L21OC12 + ^ocV2oi.2X + 4r0iV2a:2X) + 
+ ai2(o.i2 + 0-21) — 0. 
Die Paare von Linien (3(>). (40) sind gleich, analog sind gleich die Paare (38) 
und (39). 
Die quadra t i sche Form 
—-0.21V2 + [0.22 -— a n - - ß[>2]v + ai2 - - 0 
ist die Fleknodalform der Fläche 0 (unter Vorausse tzung von (2:.)); wei ter 
können wir die (de ichung 2v --- 0 als Gleichung der Paare von Linien (\, Cz 
bet rachten (|5J, S. 11). 
Die (de ichung (40) k a n n man in der Form 
\r'1( y2\) + v(oc22 — a n — ß22) + 0.12} (0.12 + a2i) -|- 2v{oc.2ioc\.2 — ocV2oc.2i + 
-|- 2ai2a2i(ai2 + a2i)J -= 0 
schreiben, ähnlich kann die Gleichung (30) wieder in der Fo rm 
[n2( — 0-21) + v(oc22 — a n — ß2.2) -|- 0.12} (212 + a2i ) + 2v{ot.2loc[.2 — a]:>a21 — 
-2ai20-2i(ai2 + 0-21)} ~~ 0 
1" 
—_ Í . 
geschi'ieben werden. 
Betrachten wir eine beliebige Erzeugende p (u = ?/0) der F läche </>. Zu dieser 
Frzeugenden u n d zu den Leitl inien Cy, Cz gehören zwei Kege lschni t te k\(ito), 
k2(^o) in den Ebenen c\, £2. Die Schmiegebenen der Linien der R\(y, ~)-Schar 
längs der Frzeugenden p hüllen einen Kegel mi t der Spitze Fi (Ho) (33a) ein, 
seine Grundlinie ist ki(Ho). Die Sehmiegebenen der Linien der li2(y, : )-Sehar 
längs der Geraden p hüllen ebenfalls einen Kegel ein, seine Spitze ist der P u n k t 
V_(tvo) (33b). Die Kurve ki(Ho) schneidet die Schn i t tge rade der E b e n e n t:\ , £2 
in den Punkten 31, 31, durch diese P u n k t e gehen d a n n die gemeinsamen 
Tangen ten die Linien der R\(y, z)-Sehar u n d li(n, y, 2+Schar in den Punk-
ten A\ AT der (Geraden /;. 
Nach Satz (> gehen aber du rch diese "Punkte die gemeinsamen T a n g e n t e n 
an die Linien der /^(H, ..)-Schar und der R(n, y, 2)-Schar, diese r r angen ten 
müssen in den zugehörigen Schmiegebenen der Linien der A>2(?/, z)-Schar 
liegen, diese Ebenen en tha l t en die Verbindungsgerade von Vi(Ho) und V2(ito)-
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С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Е СИСТЕМЫ Р И К К А Т И 
Иосеф В а л а 
Реноме 
Система Риккати (^-система) линий на линейчатой неразвертывающейся поверх­
ности Ф 
х = у (и) -Н уг(и) 
является системой 
с' -1- х(и) + Щчф + у(и)^ = 0, 
где ос(и), р(и), у(и) заданные функции от переменного и. Линии 7?-системы касаются 
линий асимптотической системы в точках главных линий заданной системы N. 
Исследуются свойства зтих 12-систем, которые имеют главные линии в линиях С•,, Г-. 
Эти системы называют системами В(у, г). Если линии С}/, С> не асимптотические и не 
флекподальные, то существуют вообще две квадратичные системы 1Цу, г). Аксиальные 
системы Щу, г) существуют только в том случае, если С,,, С 2 являются сопряженными 
по Т е р р а ч и н и ( Т е г г а с т ] ) . Кроме того исследуются локальные свойства квадра­
тичных систем Щу, г) вдоль образующей р поверхности Ф. Далее исследуются свой­
ства изогональных систем N На поверхности Ф. 
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